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Este trabalho tem como objetivo principal fornecer material de apoio para os 
professores e alunos de matemática dos Ensinos Fundamental e Médio e o 
foco são as aplicações da trigonometria. Iniciamos com algumas definições e 
resultados sobre esse tema e abordamos diversas situações problemas, 
visando exemplificar para o leitor a importância da trigonometria como uma 


























This work aims to provide background material for math teachers and students 
of elementary and high schools and the focus is on applications of trigonometry. 
We begin with some definitions and results on this topic and approach different 
situations problems to illustrate to the reader the importance of trigonometry in 
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Este trabalho tem por objetivo principal apresentar ao leitor, principalmente aos 
professores e alunos dos Ensinos Fundamental e Médio, aplicações práticas da 
trigonometria como uma ferramenta no auxílio do cálculo de distâncias inacessíveis. 
Para tanto, dividimos o trabalho em capítulos. 
No capítulo 1, introduzimos a definição de semelhança de triângulos, que é um dos 
requisitos para o estudo da trigonometria, demonstramos o teorema de Pitágoras, 
utilizando as relações métricas existentes no triângulo retângulo e apresentamos 
exemplos de aplicação. 
No capítulo 2, abordamos as funções trigonométricas do ângulo agudo, suas 
relações fundamentais e apresentamos exemplos de aplicação. 
No capítulo 3, trabalhamos a trigonometria na circunferência e abordamos a Lei dos 
Senos e a Lei dos Cossenos, com suas respectivas demonstrações e exemplos de 
aplicação. 
No capítulo 4, estudamos um pouco sobre o teodolito, um importante instrumento de 
medição de ângulos, apresentando uma maneira de confecção de um teodolito 
caseiro bem como algumas aplicações do mesmo na resolução de problemas 
envolvendo distâncias inacessíveis, incluindo uma atividade prática realizada em 

















1 SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 
Neste capítulo faremos uma abordagem sobre a semelhança de triângulos, que é 
um dos requisitos básicos para a trigonometria. 
Dois triângulos são semelhantes se é possível estabelecer uma correspondência 
biunívoca entre seus vértices de modo que os ângulos correspondentes sejam iguais 
e os lados correspondentes sejam proporcionais. 
 




′′′ são dois triângulos semelhantes e se 
 → 
,  → 	 → ′	é a 

















O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de 
razão de proporcionalidade entre os dois triângulos. 
Usaremos a notação 
 ∼ 
′′′ para indicar que os dois triângulos são 
semelhantes e a correspondência entre os vértices é dada exatamente na ordem 
que eles aparecem. 
Dois triângulos congruentes são semelhantes com razão de proporcionalidade igual 
a um, e, reciprocamente, dois triângulos semelhantes com razão de 




1.1  CASOS DE SEMELHANÇA 
I) CASO AAA. Se em dois triângulos 
		













Figura 2: Caso AAA de semelhança 
 
II) CASO LAL. Se dois triângulos 
		








































Figura 4: Caso LLL de semelhança 
 
1.2 TRIÂNGULO RETÂNGULO 
Um triângulo 
 é retângulo quando um de seus ângulos internos é um ângulo que 
mede 90°(ângulo reto). 
 
 
Figura 5: Triângulo retângulo 
 
O lado   , oposto ao ângulo reto, é chamado de hipotenusa e os lados 
   e 






I) RELAÇÕES MÉTRICAS 
Seja 
 um triângulo retângulo em 
 e seja 
 =  a altura relativa ao lado . Ao 
traçarmos a altura 
 surgem dois novos triângulos retângulos 
 (
		
). Além disso, a hipotenusa 
   fica dividida em dois segmentos 
(  		  ), conforme a figura 6. 
 
 
Figura 6: Relações métricas 
 



















, devido ao fato da soma dos ângulos internos de qualquer triângulo, 
resultar em 180°. 
  
 









































































Podemos então, destacar algumas relações decorrentes dessas igualdades. 
# =  .  (1) 
# =  .  (2) 
 .  =  .  (3) 
# =  .  (4) 
Somando-se as igualdades (1) (2), obtemos: 
# +  # =  .  +  .  =  . ( + ) =  .  =  # 
E assim, demonstramos a relação métrica mais importante, conhecida como 
Teorema de Pitágoras: 
# +  # = # (5) 
 
 
1.3  EXEMPLOS DE APLICAÇÃO: 
1) A semelhança de triângulos na construção de um túnel: 
Vamos analisar o problema de furar um túnel partindo das duas extremidades, com 
as frentes de trabalho se encontrando. 
Para evitar questões topográficas, imaginemos o problema de ir dos pontos  ao 
ponto ), na mesma horizontal, um de cada lado do morro, o segundo na cidade, mas 
em linha reta, através da montanha, partindo simultaneamente dos dois pontos. 
Para isso, consideremos um terceiro ponto *, acessível aos pontos   ). 
Nessas condições é possível medir diretamente os segmentos *, *) e o ângulo 
interno *)+ . 




Figura 8: Triângulo OCS 
Para ligar 	a	) em linha reta é preciso determinar os ângulos *)+ 		*)+ , os quais 
não podem ser medidos diretamente, uma vez que o segmento ) passa pelo 
interior do morro.  
Usando uma escala conveniente  1 ∶ 1000 podemos traçar o triângulo *//)/  
(figura 9) semelhante ao triângulo *) da seguinte maneira: 
/*/)/ 	*)+  -  53°, *//  2			*/)/  3	. 
 





 2000	2	  1000		
*)
*/)/
 3000	3	  1000. 
Os triângulos *)		*//)/ são semelhantes (caso LAL) e daí, segue que 
*)+  *//)/ 		*)+  */)// . 
16 
 
Então, as aberturas de *//)/ 		*/)//  podem ser transportadas para a figura 8, 
formando os ângulos *)+ 		*)+  que precisamos, indicando a trajetória a ser seguida 
a partir das duas extremidades. 
 
2) Como medir a altura aproximada de um prédio, de uma árvore, de um poste? 
Você poderia medir essas alturas indiretamente utilizando semelhança de triângulos. 
Como fazer isso? Examine esse exemplo. 
Vamos medir a altura aproximada de uma cesta de basquete. 
Para isso, usaremos a metade de uma folha de papel quadrada, como mostra a 
figura 10 abaixo: 
 
 
Figura 10: Metade de uma folha de papel quadrada 
 
 
Mire o topo da cesta conservando a parte inferior da folha  01 paralela ao chão. 
Talvez você precise afastar-se ou aproximar-se da cesta para que isto ocorra  
(figura 11). 
Meça a distância entre você e a perpendicular ao chão que passa pela cesta: 





Figura 11: Problema da altura da cesta 
 
Observe que 
 = 0 = 140	.  
Meça agora a distância do chão aos seus olhos: 
0  160	. 
Observe que 
0    160	.  
Os triângulos	03		014 são semelhantes 401  401,041 	03		014  03,  
pois são ângulos correspondentes. 







Observando a última igualdade e sabendo que 01  41, concluímos que 0  3. 
Assim, a altura da cesta de basquete é dada por: 
 ' 3  
0 ' 0  160	 ' 140	  300	  3	. 
. 
3) Paulo está com uma dúvida e vamos ajuda-lo a esclarecê-la: 
 




Para responder a essa questão, Paulo precisa saber a que distância da praia está a 
boia (figura 12). 
Ele faz, então, o seguinte: finca verticalmente uma estaca de um metro de altura 
bem na beirada da água, em 
; depois, coloca-se a certa distância atrás da estaca, 
no ponto 5, de onde ele pode alinhar o olho, em *, com a extremidade da estaca, 
em ), e com a boia, em . 
Paulo mede a distância 
5 e obtém 30 . Ele avalia a altura em que seu olho está 
em relação á superfície da água e obtém 1,6 . 
Agora é só calcularmos a distância 
 para conhecer a distância da boia em relação 
á praia. 
Usando o esquema apresentado na figura 13 e utilizando os conhecimentos sobre 
semelhança de triângulos, calculamos facilmente essa distância. 
 
 
Figura 13: Esquema do problema da boia 
 
Os triângulos *5  )
 são semelhantes (caso AAA). 


















 = 30 + 
 
0,6 





 =  
30
0,6
= 50  
Logo, a distância da boia à praia é de 50 . 
 
4) Para medir a profundidade de um poço com 1,2  de largura, uma pessoa 
cujos olhos estão a 1,8  do chão posiciona-se a 0,6  de sua borda. Dessa 
forma, a borda do poço esconde exatamente seu fundo, como mostra a figura 
14. 
 
Figura 14: Problema da profundidade do poço 
 
Com os dados acima e aplicando os conhecimentos sobre semelhança de 
triângulos, encontraremos facilmente essa medida. 
 Temos que a altura da pessoa está para a altura  do poço assim como a distância 











= 3,6 . 






5) Uma rampa de inclinação constante, como a que dá acesso ao Palácio do 
Planalto em Brasília, tem 4  de altura na sua parte mais alta. Uma pessoa, 
tendo começado a subi-la, nota que após caminhar 12,3  sobre a rampa 
está a 1,5  de altura em relação ao solo. 
 
a) Faça uma figura ilustrativa da situação descrita (figura 15). 
 
Figura 15: Esquema do problema da rampa 
 
b) Calcule quantos metros a pessoa ainda deve caminhar para atingir o ponto 
mais alto da rampa. 
      Pela semelhança entre os triângulos 
0  















18,45 + 1,5 6 = 49,2 
1,5 6 = 30,75 
6 =  
30,75
1,5
= 20,5 . 
Logo, a pessoa deve caminhar 20,5  para atingir o ponto mais alto da rampa. 
 
6) No esquema abaixo (figura 16), a reta 
89999: representa a trajetória de um navio 
e no ponto ; localiza-se uma ilha. Quando o navio se encontra no ponto 
, 

; = 60 , e quando o navio está em , ; = 48 ,. Se ; é a menor das 
distâncias do navio á ilha, quando o navio estiver em , a distância dele à ilha 





Figura 16: Esquema do problema do navio 
 
Como ; é a menor distância entre  e ;, temos que ; é a altura do triângulo 
retângulo 
;, relativa ao vértice ;. 
Utilizaremos as relações métricas existentes nos triângulos retângulos 

; , 
;  ;.  


















= 3600 − 2304 = 1296 

 = 36 ,. 










= 64 ,. 










= 48# + 64# 
;
#
= 2304 + 4096 = 6400 
; = 80 ,. 




2 AS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS DO ÂNGULO AGUDO 
Consideremos agora um ângulo 








==, >., à semirreta 
*99999:. Os triângulos *
//, *
##, *
==, >., são semelhantes por terem os mesmos 
ângulos (figura 17).  
 
Figura 17: Funções trigonométricas 
 












Esta relação depende apenas do ângulo  e não dos comprimentos envolvidos. 






que se lê seno de . 
































que se chamam cosseno de  e tangente de ,  respectivamente. 
Essas funções são chamadas funções trigonométricas e não são independentes. 
Duas relações aparecem naturalmente: 
 1	?#	 '	E?#	  1	 FGçãE	JKL>G. 
 2	>D	  ?	cos  . 
Para demonstrá-las, consideremos um ângulo  de vértice * e um triângulo *
, 
retângulo em , como mostra a figura 18. 
 
Figura 18: Relações entre as funções trigonométricas 
 
Fazendo, para facilitar, *
  , *  		
   e lembrando o teorema de 
Pitágoras, # 	# ' #, temos: 
















   >D	. 
Como ?	, cos 		>D	 são números positivos, vemos ainda que se uma dessas 
funções de  for conhecida, podemos calcular as outras duas.  Ainda, se um 
triângulo retângulo tem um ângulo  e hipotenusa de comprimento , então os 
24 
 
catetos desse triângulo medem  	. ?	 (o cateto oposto a ) e 	. cos  ( o cateto 
adjacente a ) , como na figura 19. 
 
Figura 19: Medida dos catetos 
 
 
I) PROPOSIÇÃO1: Se dois ângulos 		- são complementares   ' 	-  90°, então 
?	  cos - (o cosseno de um ângulo é o seno do seu ângulo complementar) e 
>D	  	 /QR	S 	 a tangente de um ângulo é o inverso da tangente do seu ângulo 
complementar). 











?  =  
















2.1  EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
1) Para prolongar uma estrada reta F deve-se perfurar um túnel em um morro. É 
conveniente que duas equipes trabalhem simultaneamente nos pontos de 
entrada 3 e de saída ) do túnel. Descrever um processo pelo qual, sem sair 
do plano do terreno, é possível marcar o ponto ) e a direção F de saída 
(admita que, com exceção do morro, o terreno é plano). 
Esse problema é semelhante ao exemplo de aplicação 1, resolvido no primeiro 
capítulo.  
Resolveremos dessa vez, utilizando os conhecimentos sobre razões trigonométricas. 
 
Solução: 
Seja F a reta que representa a estrada que contém os pontos 3 de entrada e ) de 
saída do túnel. 
Seja  um ponto pertencente a F tal que  localiza-se á esquerda de 3, isto é,  não 
pertence ao morro. 
Traça-se a reta ? de inclinação T ‹ 90°, em relação a F, tal que ? não intersecte o 
morro. 
Tomamos um ponto 
 sobre ? tal que a reta > perpendicular a ?, que passa por 
 não 




Figura 21: Problema do túnel 
 
A reta >	intersecta F em um ponto , pois do contrário > seria paralela a F e T mediria 
90°, o que é impossível. 
O triângulo 
 formado é retângulo em 
 e daí, temos: 





Assim determinamos um ponto  sobre a reta F	tal que  está á direita de	), isto é,  
não pertence ao morro. 
Para marcar o ponto 3 de entrada devemos partir de  em direção ao morro de 
forma que o ângulo formado entre as retas F e >	seja  T	‹	90°. 
Para marcar o ponto ) de saída devemos partir de  em direção ao morro de forma 
que o ângulo formado entre as retas F e >	seja  90° < T. 
 
2) Para medir a largura de um rio de margens paralelas sem atravessá-lo, um 
observador no ponto 
 visa um ponto fixo  na margem oposta (suponha que 

 é perpendicular às margens). De 
, ele traça uma perpendicular à linha 

 e marca sobre ela um ponto , distando 30	 de 
 (figura20). Em seguida 
ele se desloca para , visa os pontos 		
, e mede o ângulo 
 
70°	(figura 22).  Sabendo que a distância, sobre 
, de 
 à margem U do rio 





Figura 22: Problema da largura do rio 
 
Solução: 
 Aplicando a definição de tangente no ângulo de 70°, temos: 
>D	70°  	U ' 330  
2,75  	U ' 330  
U ' 3  82,5 
U  79,5	. 
Logo, a largura do rio é de 79, 5	. 
 
3 Um dos cálculos que, no passado, mais fascinaram os matemáticos era o da 
medida do raio da Terra. O engenhoso processo que vamos descrever já 
tinha sido imaginado pelos gregos da antiguidade, mas, na época, não dava 
bons resultados porque os instrumentos de medida eram bastante precários. 
Sobe-se a uma torre de altura  e mede-se o ângulo  que faz a reta  do 





Figura 23: Problema do raio da Terra 
 
Pela figura 23, vê-se que ?  =  V
VWX




( + Y). ?  = Y 
 . ? ' Y . ?  = Y 
 . ?  = Y − Y . ?  
 . ?  = Y .  1 < ? ) 
Y =  
 . ? 
1 < ? . 
 
Observe que conhecendo a altura  e o ângulo  podemos calcular o raio da 
Terra usando essa fórmula, mas, na prática, existem dificuldades. A altura  
será sempre muito pequena em relação ao raio da Terra. Para se obter Y com 
precisão, é preciso medir o ângulo  também com muita precisão, pois um 
pequeno erro na medida de  acarretará um erro muito grande na medida de 
Y. Hoje, existem instrumentos eletrônicos que medem ângulos com precisão 
de 1 milésimo de grau, e as calculadoras científicas fornecem os senos dos 
ângulos com a necessária exatidão. Por exemplo, se uma pessoa 
 está a 
uma altura de 2 , em relação ao nível do mar, o ângulo será de 88,657 
graus. Com uma calculadora científica, encontramos o seno desse ângulo 





4) Um astronauta em órbita vê uma fração da superfície da terra chamada calota 
esférica. O diâmetro desta calota é visto pelo observador segundo um ângulo 
2. Determine em função de  e do raio Y da Terra, a área da superfície do 
planeta vista pelo astronauta. (A área de uma calota esférica é dada por  

  2ZY, onde Y é o raio da esfera e  é a altura da calota). 
 




 os pontos que representam o centro da Terra e a localização do 
astronauta no espaço, respectivamente, e 5[ o segmento que representa o 
diâmetro da calota vista por ele (figura 24). 
 Os triângulos 
[*		
5* são retângulos em [		5, respectivamente, pois 

[		
5 são tangentes aos raios *[		*5, daí, como *[  	*5  Y  e 
* é 
hipotenusa comum aos dois triângulos, temos que 
[  	
5 e os triângulos 
são semelhantes (caso LAL).  
Assim, 
* é bissetriz do ângulo 5
[  2. Os triângulos [*		5* são 
semelhantes (caso LAL) e daí, os ângulos 5*		[*  são iguais e 
suplementares, isto é, ambos são ângulos retos, e pela soma dos ângulos 
internos de um triângulo, concluímos que *[  = *5  . 
Logo, 
?	  	 6Y 	→ 6  Y	. ?	 
Mas, 






 = 2ZY = 2ZY . (Y − 6) = 2ZY . (Y − Y . ? ), 
isto é, 

 = 2ZY# . (1 − ? ). 
 
Logo, a área da superfície do planeta vista pelo astronauta depende do raio Y 
da Terra e do ângulo  (metade do ângulo de visualização do astronauta). 
 
 
5) Um astronauta encontra-se numa nave espacial que gira numa órbita em 
torno da Terra (raio da Terra é aproximadamente 6400 ,). No momento em 
que a nave está 20200 , acima da superfície da Terra, que fração da 
superfície da Terra é visível para o astronauta? Neste caso, quanto mede o 
ângulo de visualização sobre a Terra?  
 
Solução:  
Utilizaremos a figura 24 acima e os resultados do exercício 4. 
 A fração 4 da superfície da Terra vista pelo astronauta é dada por: 
4 =
ÁF L GE> ?JéF^
ÁF L _FF
=  
2ZY#. (1 − ? )
4ZY#
=  
1 − ? 
2
. 
       
Como, 












 (devido á semelhança entre os triângulos 
*[  [*, pois possuem os 
mesmos ângulos),  
segue que, 


























= 0,24 →  = 14° aproximadamente. 
Portanto, o ângulo de visualização 2 é aproximadamente 28°. 
 
Para saber mais: 
Os resultados do exercício acima nos levam a citar como curiosidade o GPS 
(Global Positioning System), que é formado por uma constelação de 24 
satélites, orbitando em torno da Terra a uma altura aproximada de 20200 , 
acima do nível do mar.  
Os satélites percorrem uma órbita completa a cada 12 horas e cada satélite 
tem 28° de visualização sobre a Terra. O leitor pode buscar maiores 
informações em [8]. 
 
 
6) Sabendo que ?  . >D  = 0,45  0° ‹  ‹ 90°, calcule  cos . 
 
             Solução: 












?# = 0,45 . E? 
Mas, 
?# + E?# = 1 
E?# + 0,45 . cos  = 1 
cos  = 0,8, iE^? 0 ‹  ‹ 90°. 







3 TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERÊNCIA 
No capítulo anterior estudamos as razões trigonométricas em um triângulo 
retângulo. 
Nós vamos, nesse capítulo, fazer a extensão dos conceitos de seno e cosseno para 
ângulos maiores ou iguais a 90°. 
 Esse estudo será feito sobre a circunferência de raio 1. 
Antes disso, faremos uma breve exposição a respeito de arcos e ângulos , pré-
requisitos necessários ao estudo da Trigonometria na circunferência. 
 
 
3.1  ARCOS E ÂNGULOS NA CIRCUNFERÊNCIA 
 
I) ARCO 
Toda corda divide a circunferência em duas partes chamadas arcos. 
 
Figura 25: Corda e arcos 
Uma semicircunferência é um arco determinado por um diâmetro. 
 
Figura 26: Semicircunferência 
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Quando os pontos 
   coincidem, eles determinam na circunferência o arco 
nulo ou o arco de uma volta. 
 
Figura 27: Arco nulo ou de meia volta 
 
II) ÂNGULO CENTRAL 
Um ângulo é dito central quando possui o vértice no centro da circunferência. 
 
Figura 28: Ângulo central 
 
 
III) MEDIDA DE ARCO 
A medida de um arco de circunferência é a medida do ângulo central. 





Figura 29: Medida de arco 
 
IV) COMPRIMENTO DE CIRCUNFERÊNCIA 
Em qualquer circunferência, a razão entre seu comprimento e seu diâmetro é 
constante. Essa constante é o número Z (Z ≅ 3,14). 
 
Figura 30: Comprimento de circunferência 
 
Chamando de  o comprimento desse arco de uma volta, temos: 

L
=  Z →  = L . Z 
Mas, 
L = 2 . F 
 
Daí,  






3.2  A CIRCUNFERÊNCIA TRIGONOMÉTRICA 
Considere num plano um sistema de coordenadas cartesianas k*l e uma 
circunferência de raio unitário com centro na origem dos eixos. 
 
Figura 31: Circunferência de raio unitário com centro na origem dos eixos 
 
Nessas condições os pontos 
, ,   0, interseções da circunferência com os 
eixos cartesianos, terão as seguintes coordenadas: 
 
Figura 32: Circunferência trigonométrica 
Estudaremos as razões trigonométricas com os arcos localizados sobre esta 
circunferência. 
Vamos então convencionar que o ponto 
 será a origem dos arcos da 
circunferência e que os arcos percorridos no sentido anti-horário a partir de 
 




Figura 33: Arcos de medida positiva 
A essa circunferência orientada, chamamos ciclo trigonométrico ou 
circunferência trigonométrica. 
Cada ponto 5 dessa circunferência será extremidade de um arco An P de medida 
igual à do ângulo central . 
 
Figura 34: Arco de medida igual ao ângulo central 
Os pontos 
,  ,   0 dividem a circunferência trigonométrica em quatro partes 
chamadas quadrantes: 
 




, origem da circunferência trigonométrica associamos o arco de 0°. 
Aos pontos ,   0 associamos, respectivamente, as extremidades dos arcos 




Em Trigonometria, podemos falar em arcos negativos e em arcos maiores do 
que 360°. 
Os arcos negativos são os que, partindo de 
, percorrem a circunferência 




Figura 36: Arcos negativos 





Figura 37: Arcos maiores que 360° 
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3.3  RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS NA CIRCUNFERÊNCIA 
SENO E COSSENO 
Tomemos na circunferência trigonométrica um ponto P, extremidade de um arco An P. 
Esse ponto tem coordenadas  (6p, qp). 
 
Figura 38: Ponto P tomado sobre a circunferência trigonométrica 
 
Para o triângulo retângulo OPQ, valem as seguintes igualdades: 
 
Figura 39: Triângulo OPQ 
cos  =  
6p
1
 →  6p = cos  
?  =  
qp
1
 →  qp = ?  
 
Podemos então definir: 
O cosseno de  é a abcissa do ponto 5. 





Para um arco An P		30°.	
 
Figura 40: Abcissa e ordenada do arco de 30° 
 
A abcissa de 5 vale  √=#  , portanto: E?	30° = 	
√=
# . 
A ordenada de 5 vale /
#
 , portanto: ?	30° = 	 /#. 
 
Figura 41: Seno e cosseno de um arco de 30° 
 
3.4  REDUÇÃO AO PRIMEIRO QUADRANTE 
Uma tabela de razões trigonométricas fornece valores para ângulos de 0°		90°. 
Apresentaremos agora um método para calcular as razões trigonométricas de 





1) Vamos calcular ? 150°. 
Inicialmente, localizemos o arco An P = 150° na circunferência trigonométrica. Vemos 
que 5 se encontra no 2º quadrante. 
 
Figura 42: Arco de 150° 
 
Note que o Ponto 5/, do 1º quadrante, é simétrico a 5 em relação ao eixo *l. 
 
Figura 43: Seno de 150° 
Como 5/  5 têm ordenadas iguais, então os arcos An 5/ e An P têm o mesmo seno: 
? 150° = ? 30° 
ou seja,  







O que fizemos, então, foi reduzir o arco de 150° ao 1º quadrante, para obter 
? 150°. 
 
2) Vamos calcular cos 240°. 
Para tanto, localizemos o arco An P = 240° na circunferência trigonométrica. 
Vemos que 5 se encontra no 3º quadrante. 
 
Figura 44: Arco de 240° 
Note que o ponto 5/, do 1º quadrante, é simétrico a 5 em relação à origem *. 
 
Figura 45: Cosseno de 240° 
Como as abcissas de 5/ 5 têm sinais contrários, mas são iguais em módulo, 
podemos concluir que: 
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cos 240° = − cos 60° 
ou seja, 





3) Vamos calcular ? 315°. 
Vemos que a extremidade do arco An P = 315° está no 4º quadrante. 
 
Figura 46: Arco de 315° 
O ponto 5/, do 1º quadrante, é simétrico a 5 em relação ao eixo *k. 
 
 
Figura 47: Seno de 315° 




? 315° =  −? 45° 
ou seja, 





Podemos generalizar esses exemplos da seguinte forma: 
I) Para arcos com extremidade no 2º quadrante: 
?  = ? (180° −  ) 
cos  =  − cos  (180° − ) 
II) Para arcos com extremidade no 3º quadrante: 
?  = −? ( − 180°) 
cos  =  − cos  ( − 180°) 
III) Para arcos com extremidades no 4º quadrante: 
?  =  −? (360° − ) 
cos  = cos  (360° −  ) 
      
3.5  A LEI DOS SENOS 
Seja 
 um triângulo qualquer com lados ,    e ângulos , -  t, opostos aos 















Figura 48: Lei dos senos (u = vw°) 
 
?	-   	→  

?	- 
     
  e    









como queríamos demonstrar. 
 
 
b) Se os três ângulos são agudos, traçamos a altura   	 relativa ao lado 

	(figura 49), e obtemos: 
 




?  =  


 →  =  . ?  
  e   
? t =  


 →  =  . ? t 
daí,   









Analogamente, se traçarmos a altura / = 
/ relativa ao lado , obtemos: 
 
? - =  
/

 →  / =  . ? - 




 →  / = . ? t 
e daí, 



















como queríamos demonstrar. 
 
c) Se um dos ângulos é obtuso, digamos  › 90° (figura 50), isto é,   ? (180° −
 ) = ? , traçamos a altura  =  , relativa ao lado 





Figura 50: Lei dos senos (u	›	vw° 
 
?	 180° < 	  ?	   	→   	. ?	 
   e  
?	t  	 	→   	. ?	t 
  daí,     
  	. ?	  	. ?	t → 	 ?	t  	
	
?	 
                        
Analogamente, se traçarmos a altura / 	
/, relativa ao lado , obtemos: 
 
?	t  	/ → 	/  	. ?	t 
   e   
?	-  	/ 	→ 	/  	. ?	- 
daí, 











como queríamos demonstrar. 
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3.6  A LEI DOS COSSENOS 
Seja 
 um triângulo qualquer com lados , 		 e ângulos , -		t, opostos aos 
lados , 		 respectivamente. Vamos demonstrar que: 
# 	# ' # < 2	. cos  
a) Se um dos ângulos é reto, digamos   90° (figura 51), isto é,      E?		  0, 
temos: 
# 	# ' # _EF	L	5^>áDEF?. 
 
Figura 51: Lei dos cossenos (u  vw° 
 
b) Se os três ângulos são agudos (figura 52), traçamos a altura 	  	 relativa 
ao lado 
 e considerando 
  6, obtemos: 
 
Figura 52: Lei dos cossenos (u	‹	vw° 
 
# 	# ' 6# 	→ 	#  # < 6# 
e 





# = # − 6# + # − 26 ' 6# 	→ 	#  # ' # < 26 
mas, 
cos   6 	→ 6  	. cos  
 daí,  
# 	# ' # < 2	. E? 
como queríamos demonstrar. 
 
c) Se um dos ângulos é obtuso, digamos 	›	90° (figura 53), isto é, 
E?	 180°	– 	  <E?	, traçamos a altura 	  	, relativa ao lado 
 e 
considerando 
  6, obtemos: 
 
Figura 53: Lei dos cossenos (u	›	vw° 
 
#  # ' 6# 	→ 	# 	# <	6# 
e 
#  # '   ' 6# 
# 	#-6# ' # ' 26 ' 6# 
#  # ' # ' 26 
mas, 
E?	 180°	– 	  	6 → 6  <	. E?	
daí, 
# 	# ' # < 2	. E? 
 
como queríamos demonstrar. 
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3.7  EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
1) Para mostrar uma aplicação, consideremos o problema de calcular a distância 
de um ponto para o outro, inacessível. Por exemplo, um observador está em 
um ponto 
	e deseja conhecer a distância deste ponto a um ponto *, situado 
na outra margem de um rio, como na figura 54. 
 
 
Figura 54: Problema da distância entre dois pontos  
 
Solução:  
Como a medida não pode ser feita diretamente, o observador escolhe um 
ponto 3 qualquer, na mesma margem de 
	(desde que * possa ser visto de 
3) e mede a distância 
3  L e os ângulos *
3  		*3
  -. Aplicando 






?	 180° <  < - 
ou seja, 
*
  L	. ?	-?	 180° <   ' - 
mas, 
?	 180° <   ' -  ?	  ' - 
daí, 
*




Logo, a distância *
 será facilmente calculada, pois as medidas dos ângulos 
		- e da distância L são acessíveis. 
 
2) Entre os pontos 
		, situados em uma fazenda, existe um morro. Um 
instrumento para medição de ângulos é colocado no ponto * e consegue 
mirar tanto	
 quanto  (figura 55). Sabendo que *
  76	, * 
90		e	
*  126°, calcule a distância 
. 
 




  , 
*  		*   e aplicando a Lei dos Cossenos, obtemos:  
 
#  # ' # < 2	. cos 126° 
# 	76# ' 90# < 2.76.90	. cos 126° 
#  5776 ' 8100 < 13680	.  < cos 54° 
#  13876 < 13680	.  <0,5878 
#  21917,1 
  148	. 
Logo, a distância 
 é de 148	. 
 
3) A água utilizada na casa de um sítio é captada e bombeada do rio para uma 
caixa-d’água a 50	 de distância. A casa está a 80	 de distância da caixa-
d’água e o ângulo formado pelas direções caixa-d’água-bomba e caixa-
d’água-casa é de 60°. Se pretendemos bombear água do mesmo ponto de 
captação até a casa, quantos metros de encanamento serão necessários? 
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            Solução:  
           A situação do problema está representada na figura 56. 
 
Figura 56: Problema do sítio 
 
Aplicando a Lei dos Cossenos, temos: 
6# = 	 50# '	80# < 2.50.80. cos	 60° 
6#  2500 ' 6400 < 8000.0,5 
6#  4900 
6  70	. 
Logo, serão necessários 70	 de encanamento. 
 
4) Para determinar a distância entre dois pontos 
		 situados além de um rio, 
marcaram-se dois pontos 		0 aquém do rio e mediram-se os ângulos 

  35, 0  20°, 0
  18°, 
0  41°		0  320		(figura 57). 









Como a soma dos ângulos internos de um triângulo resulta em 180°, temos: 
30 = 142°, 
e daí,  
03 = 
3 = 180° − 142° = 38°. 











320 . ? 20°
? 142°
 
6 = 177,77 . 
e  
 
q =  
320 . ? 18°
? 142°
 
q = 160,62 . 
 









z =  
160,62 . ? 35°
? 107°
 
z = 96,34 . 
 









177,77 . ? 41°
? 101°
 
{ = 118,81. 
 






















 = 203,56 .  
 
Logo, a distância 






























4 O USO DO TEODOLITO COMO UMA FERRAMENTA NO ENSINO DE 
TRIGONOMETRIA 
Agora, mostraremos métodos para o cálculo de distâncias inacessíveis, que vão 
utilizar os conceitos de trigonometria. A aplicação desses métodos necessita de um 
instrumento capaz de medir ângulos, usado por agrimensores, topógrafos e 
engenheiros: o teodolito. 
O teodolito é um instrumento de precisão óptico que mensura ângulos verticais e 
horizontais, aplicado em diversos setores como na navegação, na construção civil, 
na agricultura e na meteorologia.  
“Eles podem ser utilizados para medir distâncias que relacionadas com os ângulos verticais permitem 
obter tanto a distância horizontal entre dois pontos quanto á diferença de nível entre os mesmos” 
(SOUZA, 2010, p. 44). 
 
 
4.1  CONSTRUINDO UM TEODOLITO CASEIRO 
 
I) MATERIAL NECESSÁRIO 
 Um copo de plástico com tampa, cópia de um transferidor, cola, tubo oco (canudo), 
fita adesiva, um pedaço de arame fino, tesoura, pedaço de papelão, clips, um 
pedaço de linha.    
 






II) O TOQUE DE PRECISÃO 
A tampa do copo servirá de base para a rotação do teodolito e deverá ser 
colada, de cabeça para baixo, de modo que seu centro coincida com o centro da 
cópia do transferidor, que está colada no pedaço de papelão, o que dará mais 
precisão ao teodolito caseiro. Para encontrar o centro da tampa, trace nela dois 
diâmetros. Faça um furo onde eles se cruzarem.  
Na figura 59, os alunos optaram por pintar o pedaço de papelão com uma tinta 
verde.  
 
Figura 59: Toque de precisão 
 
III) O PONTEIRO 
 O pedaço de arame fino será o ponteiro do teodolito que permitirá fazer a leitura em 
graus no transferidor. Para instalá-lo, faça dois furos (rasgos) diametralmente 
opostos na lateral do copo, próximo de sua boca, e passe o arame fino pelos furos 




Figura 60: O ponteiro 
 
IV) A MIRA 
 O tubo oco (canudo) será a mira por onde você avistará os pontos a serem 
medidos. Cole o tubo na base do copo, de forma que ele fique paralelo ao ponteiro 
(pedaço de arame fino). Para refinar essa mira, cole na extremidade do tubo oco 
(canudo) dois pedaços de linha formando uma cruz. 
 
Figura 61: A mira 
 
V) PRONTO PARA USAR 
Com ele, você mede, a partir da sua posição, o ângulo formado entre dois outros 
pontos. Na horizontal ou na vertical, basta alinhar a indicação 0° do transferidor com 
um dos pontos e girar a mira até avistar o outro ponto. O ponteiro indicará de 




Figura 62: O teodolito caseiro 
 
VI)  MODO DE USO 
Posicione o teodolito caseiro de modo que a sua base fique perpendicular ao objeto 
que vamos medir a altura. Medimos a distância do objeto até o teodolito com um 
metro. Através do tubo oco, miramos o pico do objeto (o ponto mais alto), com isso o 
arame fino marcará um ângulo na cópia do transferidor. Com esse ângulo usamos a 
trigonometria para medir a altura, uma vez que a tangente do ângulo é igual ao 




4.2  ATIVIDADES DESENVOLVIDAS PELOS ALUNOS 
 Após a construção dos teodolitos pelos 3 grupos, os alunos serão desafiados a 
obterem algumas medidas inacessíveis existentes dentro do espaço da escola, 
utilizando os teodolitos caseiros construídos e aplicando os seus conhecimentos 
sobre trigonometria. Dentre as várias opções foram escolhidas as seguintes 
atividades: o grupo 1 optou por encontrar a altura do Thayron, o aluno mais alto da 
escola, o grupo 2 escolheu determinar a altura de um brinquedo(escorregador) que 
se encontra nas dependências da escola e o grupo 3  resolveu simular  a situação 
do cálculo da distância entre dois pontos, imaginando que existia um rio entre eles. 
O resultado esperado é que os alunos de posse dos dados obtidos percebam que as 
figuras geométricas que estão sendo construídas são triângulos e para determinar 
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as medidas solicitadas utilizarão esses triângulos e os conceitos trabalhados nos 
capítulos anteriores.  
Durante o processo de medição o professor deverá estar atento à realização, 
ouvindo atentamente as possíveis arguições dos alunos durante o processo, 
estimulando-os ao uso de suas percepções e intuições. O professor deverá mediar à 
ação do aluno, resgatando e elaborando conceitos matemáticos para posterior 
compreensão e sistematização.  
Findado o processo de medições, o professor deverá prosseguir com uma roda de 
discussão dos resultados com todos os alunos participantes em cada grupo. O 
professor deverá resgatar os conceitos trabalhados e então por fim, os alunos serão 
orientados a realizar a sistematização dos conceitos de maneira formal. 
 
I) EXPOSIÇÃO DAS ATIVIDADES 
Grupo 1: 
 












Figura 65: Atividade do grupo 3 
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II) ANÁLISE DAS ATIVIDADES 
Devemos deixar claro neste tipo de atividade onde se busca trabalhar o assunto de 
forma mais concreta que as aproximações obtidas não seriam adequadas a outros 
tipos de trabalhos onde se necessita de resultados mais precisos, para isso temos 
as tabelas trigonométricas disponíveis nos livros didáticos, calculadoras científicas, 
etc. Temos o teodolito usado por exemplo em levantamentos topográficos, contudo 
para essa finalidade didática os materiais utilizados nesta experiência foram 
satisfatórios, já que parte dos nosso alunos encontram-se em um estágio de 
aprendizagem onde necessitam de materiais manipuláveis para facilitar a 
compreensão de alguns conteúdos do Ensino Básico, entre eles noções básicas de 
trigonometria 
 
III) DEPOIMENTO DOS ALUNOS A RESPEITO DAS ATIVIDADES 
 
 





Figura 67: Depoimento do grupo 2 
 
 





4.3  EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
Exemplo1: Para determinar a altura de um prédio, o topógrafo colocou seu teodolito 
na praça em frente. Com uma trena, ele mediu a distância do teodolito ao prédio e 
encontrou 27	. Mirando o alto do prédio, ele verificou, na escala do teodolito, que o 
ângulo formado por essa linha visual com a horizontal é de 58°. Se a luneta do 
teodolito está a 1,7	 do chão, qual é a altura do prédio? 
Solução: 
Na figura 69 abaixo, 
 é a altura do teodolito e 0 é a altura do prédio. 
 
Figura 69: Problema do prédio 
 
Vamos calcular o cateto	6 do triângulo retângulo que aparece na figura. Temos:  
>D	58°  |#} . 
Da tabela trigonométrica obtemos que a tangente de 58° é aproximadamente 1,6.  
Assim, 
6
27  1,6	 → 6  1,6	. 27  43,2	. 
A altura total do prédio será igual a esse valor mais 1,7	, que é a altura da luneta 
do teodolito.  
 Portanto, 0  43,2	 ' 1,7	  44,9	.  
A altura desse prédio é, então, de 44 metros e 90 centímetros, ou seja, 
aproximadamente 50 metros. 
 
Exemplo 2: Neste exemplo determinaremos a altura de um morro em relação a uma 
região plana que existe em volta. Para isso, foi preciso fazer duas medições com o 
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teodolito. Inicialmente, o teodolito foi colocado em um ponto 
. Mirando o ponto ~, o 
mais alto do morro, verificamos que o ângulo dessa linha visual com a horizontal era 
de 10°. Em seguida, o topógrafo aproximou-se do morro e fixou o teodolito no ponto 
. Nessa posição, mirando o ponto ~, o mais alto do morro, ele verificou que o 
ângulo da linha visual com a horizontal passou a ser de 26°. Sabendo que a 
distância 
 (medida com a trena) era de 100	, qual é a altura do morro? 
 
 
Figura 70: Problema do morro 
 
 Solução:  
Com os dados obtidos pelo topógrafo, vamos calcular a altura do morro, utilizando a 
figura 70 acima. 
Determinando   q		~  6, temos as relações: 
~

  >D	10° 
6
100 ' q  0,1763 1 
e 
~
  >D	26° 
6
q  0,4877 2 
 
Da relação  1 tiramos: 




Da relação (2) tiramos: 
6 = q . 0,4877. 
Igualando, temos: 
q . 0,4877 = q . 0,1763 + 17,63 
q . (0,4877 − 0,1763) = 17,63 





q = 56,62 . 
 
e  
6 = q . 0,4877 = 27,61 . 
Somando a esse valor a altura do teodolito (1,7 ), concluímos que a altura do 
























No presente trabalho realizamos um estudo das aplicações da trigonometria devido 
à necessidade de se ter um material de apoio para enriquecer e dinamizar as aulas, 
considerando que na abordagem desse tema os problemas de aplicação não devem 
ser deixamos para o final, mas devem ser o motivo e o contexto para que o aluno 
aprenda a importância da trigonometria no auxílio do cálculo de distâncias 
inacessíveis, pois permitem que o ensino se estruture através dos muitos exemplos. 
Realizar esse estudo sobre trigonometria contribuiu muito para a minha formação, 
pois pude me deparar com novos conhecimentos e diversas situações onde a 
trigonometria é aplicada. Exemplo disso foi á resolução do problema da construção 
do túnel, resolvido de duas maneiras diferentes nos capítulos 1 e 2.  Outro exemplo 
que posso citar foi a construção e utilização do teodolito caseiro para a resolução de 
algumas atividades envolvendo distâncias inacessíveis, desenvolvida pelos alunos 
do Ensino Médio do Centro Educacional Santa Rita de Cássia.   
“Uma relação da aprendizagem de Matemática com o desenvolvimento de habilidades e 
competências é a trigonometria, desde que seu estudo esteja ligado às suas aplicações. 
Especialmente para o aluno que não prosseguirá seus estudos nas carreiras ditas exatas, o que 
devem ser asseguradas são as aplicações, garantindo a compreensão da Matemática como ciência” 
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